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Introduccion a las Curvas Elipticas
1. Curvas Planas, curvas cubicas, numeros p-adicos

Entrega: lunes 21 de abril, 5 ejercicios a eleccidn.

. Sea P un punto en una curva proyectiva plana C = Cr. Mostrar que P es singular en la curva

plana afin C; para algun i siy sélo si
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m=0-(5),~ (av), = (52),
Sea C una curva proyectiva plana sobre un cuerpo k. Probar que #C (k) = co.
(a) Mostrar que la curva cubica
Y2Z=X>+aXZ*+bZ}
es no singular si 4 a3 + 27 b2 £ 0.

(b) Si4 a3+ 27b? =0, encontrar una singularidad y decidir si es una cuspide o un nodo.

Dar una condicién necesaria y suficiente para que larecta L: Y = ¢X + d sea tangente con
inflexion a la curva afin C : Y? = X3 4+ aX + b, es decir que Ip(L,C) = 3. Usar esto para
encontrar una férmula general para las curvas elipticas en forma candnica con un punto
racional de orden 3.

(a) Sea
F(X],Xz,Xg) = X? + azxi + a3X§ +dX; X2 X3,
donde a; as a3 # 0. Mostrar que Cr es no singular si 27 a; a; az + d* # 0.
(b) Sia; = a; = a3 = 1, d = —3, mostrar que cualquier punto (xj,xz,x3) CON X3 = x3 =
x3 =x1x2x3 = 1 es una singularidad.
(c) ¢Por qué no se contradice esto con el resultado visto en clase, que una curva cubica
tiene a lo sumo una singularidad?

Para los valores de p, m, r dados, encontrar un x € Z tal que |r —xlp < p ™, o probar que
no existe tal x.

(@ p=257,r=1/2,m=1; (c)p=3,r=7/8, m=7, () p=5r=1/4, m=4;
(b)y p=3,r=7/8, m=2; (d p=3,r=5/6,m=9; (f) p=5,r=1/20, m =4.
Para los valores de p, m, r dados, encontrar un x € Z tal que |r — xz\p < p~™, o probar que
no existe tal x.

(@ p=5r=—-1,m=4; () p=13,r=—4, m=3; (e p=7,r==14, m=4;
b) p=5r=10,m=3; dp=2,r=—7,m=6; Hp=7,r=6, m=3.

Observar que 32 = 2 (mod 7). Encontrar x € Z7, con x = 3 (mod 7), tal que x* = 2.

Sea
FOX,Y,Z) =5X>+3Y*+8Z*+6(YZ+ZX+XY).
Encontrar (a, b, c) € Z* no todos divisibles entre 13 tal que
F(a,b,c) =0 (mod 13%).

Consideramos la curva afin C: Y2 = X3 +p. Probar que el punto (0,0) en la curva reducida
sobre F,, no levanta a un punto en Zf,. ¢, Por qué no contradice esto el lema de Hensel?



Introduccion a las Curvas Elipticas
2. Funciones regulares, divisores, Riemann-Roch

Entrega: lunes 19 de mayo, 3 ejercicios a eleccion.

11. Sea C una curva proyectiva plana. Dado P e k(C) definimos vp : k(C) — Z U o (or-
den de cero o polo) de modo que vp(G/H) = Ip(G, C) — Ip(H, C). Observar que div(dp) =

> pVp(P)[P]

vp(d) = oo siy sblosi d =0.

p(dY) =vp(d) +vp ().

p(d + ) > min(vp(d), ve(P)).

Sivp(¢d) < vp() entonces vp(d + ) = vp(d).

12. Sea C una curva proyectiva plana irreducible.
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(@) Sia € kentonces a € k(C) es regular en C(k).

(b) ¢ # 0 esregularen P siy sélo sivp(d) > 0.

(c =+ 0 es regular en C(k) siy solo si div(¢) > 0.

(
(e) Si ¢ esregularen P,y a = ¢(P) entonces vp(d —a) > 0.
(f) Si ¢ es regular en C(k) entonces ¢ € k.

)
)
)
d) Si¢ esregularen Py a € k entonces ¢ — a es regular en P.
)
)
(g) Sidiv(¢p) = div(p) entonces ¢ = AP con A € k*.

13. (a) L(D) es un espacio vectorial.

b S| D < D’ entonces L(D) C L(D’) y dim(L(D’)/L(D)) < gr(D’ — D).

(@) L
(b)
(c) L(0) = k; L(D) = {0} si gr(D) < 0.
(d)
(e)
)

d) L(D) tiene dimension finita para todo D.
e) Sigr(D) > 0 entonces {(D) < gr(D) + 1.
(f) SiD = D’ entonces {(D) = {(D’).

14. Sea P' : Y = 0, curva proyectiva en P? con coordenadas (X :Y : Z).

(a) Probar que k(P') = k(t) donde t = X/Z.

(b) Calcular div(t)

(c) Calcular div(f/g) donde f, g € k[t] son coprimos.

(d) Concluir que gr(div(f/g)) =

(e) SeaP = (0:0:1). Calcular L(nP) y probar que {(nP) =n+1sin>0.
(f) ¢ Qué puede decir sobre el género de P'?

15. Sea C: Y2Z =X(X—Z)(X—AZ)con A #0,1. Seanx = X/Z,y = Y/Z.

(a) Calcular div(x).
(b
(c
(d

Calcular div(y).
Sea P = (0:1:0). Mostrar que L(nP) C k[x,yl. Probar que {(nP) =nsin <1.
¢, Qué puede decir sobre el género de C?

)
)
)
)
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Introduccion a las Curvas Elipticas
3. Curvas elipticas, forma canonica, reduccion

Entrega: lunes 23 de junio, 4 ejercicios a eleccion.

Sea C una curva proyectiva plana no singular cubica definida sobre k, y sea O € C(k).
suponiendo que O no sea un punto de inflexion, mostrar que es posible hacer un cambio de
variables (no lineal) que transforma C en una curva de la forma s> = G(t) con G de grado 3,
y O en (0:1:0). Sugerencia: ver Milne pagina 48, o Cassels pagina 34.

Transformar las siguientes cubicas a la forma candnica

(@) X*+Y3+dz3=0
(b) X3 +Y3+23-3mXYZ=0
(€) X2Y —=XY2 —-XZ2+Y?7Z=0

Sea C la curva singular de ecuacion Y2 = X3. Mostrar que la funcién X/Y : C™ — G, es un
isomorfismo de grupos.

Sea C la curva singular de ecuacién Y2 = X3 + ¢ X2, con ¢ # 0. Encontrar un isomorfismo de
C™ en G [c]. Sugerencia: Cassels pagina 40.

(a) Encontrar todos los puntos definidos sobre F5 en las curvas

Y2 =X+ X
Y2 =Xx3+2X
Y2 =X3 41

Verificar en todos los casos que forman un grupo, determinando su estructura.

(b) Calcular ejemplos para otros primos. Encontrar un ejemplo donde el grupo no sea
ciclico. ¢Puedes encontrar ejemplos en los que el grupo requiera mas de dos gener-
adores?

Mostrar que la curva eliptica
E:V2P4Y=XxX-X*—-10X-20
tiene buena reduccion en todos los primos excepto en 11.

Sea E una curva eliptica sobre Q,. Consideramos la funcion de reduccion E(Q,) — E(Fp).
El lema de Hensel implica que la iméagen incluye todos los puntos no singulares de E(Fp).

Encontrar ejemplos de curvas elipticas E/Q tal que

(a) E(Fp) tiene una cuspide S que levanta a un punto en E(Qy).
(b) E(IFp) tiene un nodo S que levanta a un punto en E(Qp).
(c) E(F,) tiene un nodo S que no levanta a un punto en E(Qy).

En el primer ejemplo, decidir si E adquiere reduccion buena o nodal al pasar a una extension
finita de Q.



